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論文内容要旨
 この論文の主な目的はrリーマγ多様体の対称性及び斉次性がその曲率テンソルに与えられたあ
 る種の条件により特徴づけられるか」という問題に対する解答を与えることにある。
 この条件を正確に述べる前にその背景を説明する。
 Mをリーマン多様体とし,そのリーマン接続,曲率テンソル,曲率テノソルの肌回共変微分をそ
 れぞれV,R,vmRで表わす。但しV。R=Rである。リーマγ多様体の等値問題と関連した次
 の2つの定理がある。
 定理A(野水克己〕Mを3次元以上の既約で局所対称なリーマン多様体とする。Mから別なリー
 マン多様体M「への微分同型∫が曲率テγソルを保つならば,∫は相似的対応である。
 定理B(1.M.Singer)Mを単連結,完備なり一マン多様体とする。次の条件P(肌)が十
 分大きな肌に対して成立すればMは斉次リーマγ多様体である。
 P(m):Mの任意の2点躍とγに対して,ヱにおける接空間丁工(M)からγにおける接空間Ty
ロ
 (M〕への線形的等長写像∫が存在して∫(vkR)彰=(VkR)7,(kニ0,1,2,…,切
 を満たす。
 さて,定理Aはリーマン多様体の局所対称性がその曲率テンソルにより特徴づけられる可能性を
 示している。Mが局所対称であれば,その曲率テγソルRは次の条件(C〕を満たす。
 (C)=R(X,Y)・R=0,ここでX,YはMの任意の接ベクトルで自己準同型R(X,Y)
 は各点においてテγソル多元環の微分作用素としてRに作用している。そこで野水克己氏は次の様
 に予想した。「完備,既約な3次元以上のリーマン多様体Mが条件(C,を満たせばMは局所対称
 である。」この予想に対し,これを肯定的に裏付けるような多くの部分的な結果が多くの人々によ
 り得られた。後にもう少し詳しく述べるように,第1章において,この予想が成立しないことを示
 す。
 次に,・定理Bの条件P(肌〕伽副・さ曜よいわけであるが・Singerによれば…圭nΦ一1)
 +1(nはMの次元)なら十分であり,Mによってはもっと小さくても良い。そこでSingerは
 他の問題と共に次のような問題を提起した。「条件P(oフを満たす単連結,完備なリーマン多様
 体の中に斉次リーマン多様体でないものがあるか」,暖で詳しく述べるように第2章ではこの様な
 多様体の存在を示し,第3章ではある種のリーマン多様体は条件P(o)がその斉次性を与えるこ
 とを示す。
 次にこの論文の第1章から第4章までの内容を説明する。
 第1章:耳一クリッド空間E4の中に完備,既約な超曲面で条件(Cコを満たすが局所対称でない
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 ものが存在することを示す。ここで超曲面のリーマン計量はE4から誘導されたものとする。即ち
 R3上で定義された実数値関係∫(∬,γ,礼のグラフをMとするとき,∫が非線形な偏微分方程式
 F(ム,ん,ノ『ごコ=0を満たせばMは求めるものである。但し関数F(ξ,η,ζヲは各点でF2
甲旨
 +F2+F2キ0を満たすものとする。1例として∫(劣,γ,の=(〆アーγ2～一2∬"/
ηζ
 2(z2+1)はノ望一∫夕+2ノ'z江0を満たす。
 第2章:次の様な条件(1),(2)を満たす3次元,既約なりーマノ多様体をMとするとき,Mは条件
 P(ωを満たすが斉次でないことを示す。
 (1)Mのスカラー曲率Sは一定である。
 (2)Mは次のような2つの微分式系Do,D・を持つ。
 (a)Do,D1の次元はそれぞれ1,2
 (b)Do,DIは直交する。
S
 (c)X,YεD1,ZεDoとするときR(X,Y)=一X〈Y,R(X,Z)=0が常に成り立つ。2
 これを証明するために次に述べるW.Ambroseと1.M.Singerの定理を使う。即ち,斉次
****
 なリーマン多様体は,VR=0,VT=0を満たす計量接続Vが存在する。ここでTはT=V-V
 により定義されるM上の(1.2)一型テンノル場である。ところがMにはこのような接続が存在し
 ないことが証明される。さて,条件α),/2)を満たす3次元,単連結,完備,既約なリーマン多様体
 の例は関川浩永氏により既に知られている。
 
 第3章:共形的平担な斉次リーマン多様体Mの分類を行う。そのためにまずMを条件P(o〕を満
 たす単連結,完備,共形平担なn次元リーマノ多様体とする。このときMのリッチテンソルの固有
 値が一定であることを使ってMは次のものに限られることを示す。
(1)Mn(K)
 (2)M「(Kフ×Mn一「(一K),K〉0,2≦r≦n-2
 (3)Mn-1(K)×E1,K牛O
l
 ここでMm(K)はK〉0ならば半径Vπの球面smを・K=0ならばユークリッド空間Emを・
 K<0ならば曲率Kの双曲型空間Hmで表わす。従ってMは勿論斉次である。この結果を使ってM
 の分類を行う。Mは真1生不連続且つ自由に動くMのある等長変換群でによるMの商空間として表わ
 される。
 従ってMの分類はこのようなFの分類に帰着される。
 Mロ(K)の商空間となる斉次リーマン多様体は,」、A.Wolfにより分類されている。K>0の
 ときM「(KジxM【1『「(一19の商空間となる斉次リーマン多様体は(M「(K)/r∂xM』「
 (一Klなる形のものに限られることが証明されWoIfの分類に帰着される。
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 K<0のときM吋(Kフ琴E1の商空間となる斉次リーマン多様体はMn『i(Kフx(El/P・)
 なる形のものに限られることが証明されるのでこれも又Wolfの分類に帰着される。K>Oのとき
 きM呵(K)×E1の商空間となる斉次リーマγ多様体の分類はQFxRの離散部分群rの分類に
 帰着されることが証明される。ここでQ「は単位四元数全体からなる群でRは実数全体からなる加
 群である。更にQ'xRの離散部分群πは(α,β)によって生成される巡回群<(α,βジ>とη
 x{0}の形の群の半直積群であることが証明される。
 ここにノ「1はQ'の有限部分群,αはノ「、のQ「における正規化群の元,βは実数である。但し,
 β=0のときは,αはノ「1に属するものとする。この結果を使ってアをすべて分類する。
 第4章:第3章の方法を応用して2つの球面smとS“の積smxsnにより覆われる斉次リー
 マン多様体の分類を行う。この分類はQ'×Q'の有限部分群rの分類に帰着される。
 ∫「の一般的な形は次のようにして求まる。まず,H×K=Q「xQfとおく。P:HxK→H,
 q:HxK→Kを自然な射影としてTユ=P(ノつ、ノ「2=q(P簡1(1)∩」η)とおく。∫「2のKに
 おける正規化群をNk(ノ「2)で表わし,
 π:Nk(∫「2)→Nk(T2)/F2を自然な射影とする。Aの生成元a,…,bを選ぶ。この
 ときNk(r2)の元α,…,βが存在して,rは(a,α),…,(b,β)により生成される群
 <(a,α,,…,(b,β)>と11}×r2の半直積である。このときφ(a)=π@),…,φ㊦)=π
 (β)を満たすようなノ「・からくπ◎),…,π(β)>の上への準同型φが存在する。この事実を使ってT
 をすべて分類する。
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 論文審査の結果の要旨
 主論文は「リーマン多様体の対称性および斉次性について」と題するもので,リーマγ多様体が
 対称空間であるための条件および斉次空間であるための条件をそれぞれ曲率テンソルに対するある
 種の条件で表わすことができるかという問題とそれに関連した問題を論じたものである。野水氏は
 1968年にMを次元が3以上の完備で既約なRiemann多様体で,Rをその曲率テンソル,R
 (X,Y)を曲率演算子としてR(X,YフR=0が成立っときMは対称空間となるであろうと予
 想しました。それを裏づけるような幾つかの実例があったからである。著者は参考論文として挙げ
 てある2つの論文で反例があるとの確信を深め主論文の第一章で,4次元Euclid空間内の実代
 数曲面で反例を構成し野水の予想が必ずしも成立しないことを示した。Singerは1960年に
 Riemann多様体に対してその曲率テンソルを用いて曲率斉次という概念を導入したがそれに関
 連して「完備で単一連結,曲率斉次ではあるが斉次でないRiemann多様体が存在するか」とい
 う問題を提起した。第2章でそのようなRiemann多様体の存在を3次元の場合に実例によって
 示した。これらの章ではEuclld空間E4内の超曲面の第2基本テノソル,3次元Riemann
 多様体のRicclテンソルの固有値の性質を利用している。第3章では共形的平坦なRiemann
 多様体ではRicciテγソルの固有値が一定であることを用いて共形的に平坦な斉次Riemann
 多様体の分類を行った。まずこのような多様体は(1)斉次な定曲率Riemann多様体,(ll)【次元の
 斉次な定曲率Riemann多様体と,曲率の絶対値等しく符号が反対な(n一"次元の斉次な定
 曲率Riemann多様体との直積,(lll)局所的には正の定曲率Riemann多様体と1次元空間との
 積であるような斉次Rlemalm多様体の3種に分れる。(i)はWolfによる分類が行われているの
 で(Dと(li)の分類は既知と見てよい。(ili)の分類は(n-1)次元球面と1次元Euclid空聞との直
 種であるRiemann多様体の等長変換群の真性不連続な部分群による商空間で斉次空間となるも
 ので互いに等長でないものを求める問題に帰着する。著者はこれを群論的考察により解決したので
 ある。
 参考論文は7編ありその中に共著5編を含む。何れもリーマン多様体の曲率に関連したもので,
 それぞれに興味のあるものである。
 以上により著者は微分幾何学の分野で懸案となっていた2つの問題を解決するなど意義のある成
 果を挙げた。それらの研究はまた著者が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を
 有することを示している。よって高木斉提出の論文は理学博士の学位論文として合格と認める。
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